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くあらすじ ) メ - smooth
, projctive .

Dカ(* : =
D(Coh(×))

1 . Basic fructure

。 (3 . lo ) D
≠(X) が indecomposable ⇒ メ : 連結

。 (3 .12 ,ServeDuality )Db(X ) はSerrefunctorを 持
つ

2
. Spanning classes in the derived category
。 (3 .

17 ) ( Kx))xεxは D や( X)の Spanning lass .

。 (3. 19 ) L : ample (L 《 ) : ε z はD(X ) の Spauning dass .

3
.
Derived functors in algetraic geometry

。 各種消減定理 と 有限性定理 、 関手 ごとの acyc% を使い

'
ア f× , Llom の 右導来
'

tr
, (- )

~
の 延長 を D

や(Coh) の 中 におさめる 。
め
, f* の 左導来

。 それらの 交換( poj- fomula, Lf*+ Rfx , flat base change など ) をみる 。

4
.
Grothendieck -Verdier duality
のある 意味での RXの 右随伴f ! を 構成成 する

。

rm

導来圏で初めて 定義できる 関手、



1 . Basic structure X : Noether.

(X* ) : = D* (Coh(*) ) :連接層 の来導圏
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Supp‰ : =USup(和)

Lem
.
3 .
9
.

Supp= Z ルZ 2なら 、1 旭二本成厚 (Supp ε Zi ) とかける

prf . じm(‰ ) ≠ 0
. 層として=あ( Suppfl: εzc )

[ . … → 0 →fil → 0 → … } =µ[m]
↓ ↓

[… → 0 →㎡ →→ … } = ”

m+
1

[ … → 0 → 0 → 4 → … } = 4 ≡ g*o (ppgi ε zi)
mmwwー dti (コ式モロジーのSuまでしかコホモロジーは 一致
帰納法の fl[1. m} 分がらない )
仮定 :d.t

.

Ea=Hom(ye*
(;
)pEz、' )

⇒ Hom (g' ,L_[pta])

= 0

SuPTE
⇒

= 0

必少 し非自明 特に Hom ('; ,Slュ[1-3 間 =

同様に = 0

n→ Hom (,, e[ 1-% = Hom( 4:,Li[ 1- ])m
:

i ¿
ヨ書 Hom (A) Hom (④能

,
A) Hom (;A) ? : ここにiso が

↓ 導される。

℃ Hom(弩,A) Hom (# gi
,
A) = Hom(,,A )

田 Supき,

ge [[.m]

i Hom (fl [[m] A) Hom(④fl:[{-), A) = Hom(lkm] ,A) ロ
tl ↓
iditt : ex

. 少 : ex
. d : ex

.

:



Prop. 3 . 10 . X : Noether.

Dや(X) が indecomposale
⇒ X : 連結

prf . ⇒ の 対偶 はさっまの Leanma
.

E : 連結なのに D. ,Da ≤
Dや(X ) で全解されたとする 。

DQ× ED
(
X)を 考 える。

①×= め(Diなら、 各々 イデアル昼なので閉部分スも-aXを定ぎする

北
“

名

なら× 、nXz=φかつXvXa= X で 。 連結なので

Xior Xa= X ie. Fo. or kz = 0
. つまり Ox は D のどちらかに 入 る

。

OXED 」 だとする 。

② K(x)ED や(X) を考える (x εx)

KC) は 単純なので 分解 は 自明 で 、 D か D2 のどちらかに 入る
。

非自明 な Qx →K )があるのでKDED .

③ 0 ≠ の εDa が 存在 したと仮定する

fem(‰ ) =:ffm ≠ o xcSupp
ピ
”をとると、非自明な' k(x) がある

、

:

[… →mt →和→ 0 →… 了 =
”

ε D
2

↓

よ…→ O → feors 0 → . .} = L
"

Em]

↓ ↓～

[ …→ 0 → kx)→ 0 → . }= KGDEm] ε D
.

合我は非自明で -ii )に矛盾 □



以降ずっと X : smooth
proj- var / ks

dim= n
.

Sx : DP(X )→ D
や(× ) ; 15昨 めω×[ n}: exact.

Thm . 3. 12 . (Serre du )ality
Sx は Di(X) の Serre fanctor である 。

すなわち 。を 、 EDやCX ) に 対 し関手的 な同型

7を, q:Hom *)(を) ⇒Homp( x) (
?

@ ω* [a] )
v

または Ex交 (を)⇒ Ext”i( 。め ωx) を 主張する

即。

3
. 13 .

cd (Coh(x)) = n . ie .

Exti は i つ n で消 える
、

iこんで 消 えないことがある
、

Cor
.
3
.
14.

RH0( を)ED ( Ab)( を,π ED(x))



Cor
.
3
. 15
c

: sm.nogp , carve .

DC)の 対象 は ④ を]( をτε Coh(x)) の形 と 同型

prf [… → 0 →‰(を)→ 0 → … } = L℃を)[E {0}
↓ ↓

よ… → 0 → 0 →を→ … } = “

↓ ↓
[… → 0 → 0 → を io+ 1

→ … を‰遠(を)[i]
ー ↓

コホモるジーは一致～帰納法の

仮良
比(を“)[- i。] lit

Hom (を')lを)[に]) 超 Ext器( 北(をi)北o
(を^)) = 0

∵ cd(c ) = 1 口



2
. Spanning classes in the devived category X : sm -projvar.

Rop -

3 . 17 .

( KCx))x : xの閉点 は
D

や (X) の spanning cluss .

Serve functor があればi): i )は 片方でよい (Ex. 1 . 48)

prf . 0≠ε Dや(X ) を取 る 。
@
. =L @( として

E.
P.
a =Hom(fe-q ,kCc)Ip] ) ⇒ EPta = Hom(”; Kx> [pta}) がある

、

比m
≠ o なる 最大 の m を 取り 。

x ε Sup性”
を
取る( ice -

U" 君k) がある)
qn

pCO か qc- m でEa = 0 なので
ゼロ 修 E

2
rm
E

=.… = Ermよって
_ m →
(

⑮
"' Hom(ぽ ;k)よEm
)

～ =
E-

m =Em= 5Hom (e, kix) ) ≠ oEro
ゼロ ～

ロ

Pns . 3 . 18 X . Proj -var/ K(つまり特異 でもよい )

L : ample なら (L《) cσx は Coh(x) の ampleseq .

prf. ; ) ; i ) は OK . iii ) はsooth なら Seme duality での簡車
一般 の 場合、

L

: veyample に 帰着し 、 各閉点 x ごとに

そこで 消 える Lの 大域切断 x がある 、
O # φ E (Homんだ ) なら φKoなる

x に 対 し 、Hom(昨)幽 Hom私ん) の 像に φ が入っておらす
略々 の有限次元性 から icco でHom( しE) = 0とな ロ

Cor. 3 , 19 X ' sm . projvar. lk .

L : ample なら (Li]:はや (X)Dの spanningdass.

Prf .sm .よりcd(Coh(x) ) <∞ なのでPp. 2.73を適用できる 、



3
.
Derived funcfors in algedraic geometry A - enoughing .

モデル 1ケース 必要なものリスト
四 Abel の 関手 の 右導来

F : iH → B : leftex
.

儿 特( になし)

RF .DA) → D+(B) : 導来

⑫ホモトピー国 の関手 の 右導来( Ronk . 2.51 . )

F :KtA )→ K (B): ex.

DF- adapted dass が存在 すること 。

卅 REK+A ) : trisubが F -adapted

RF .DCA) → Dt(B) : 導来 ((⇒def { 。 F(xnacyc . ) Eacye .

o k(et) は enough JE .

iie .EAEKEA)
,

ヨAiskJEE
冊 右導来の 部分圏 制限Cor( 2, 68 (; ) )

D
(A ) →

RF
D+(B)

hi
代→RFla」 が 存在すること

つまり FAEA' ; ti
,
REF(A) EB '

d
J ]

B (
D→

→
Dt(m)
。 J thick

Dicco で→ は Oであること

追subcaf (大抵 OK)REFls'

② 右導来 の有界制限Corl . 2. 68 (ii ))

D
+( A )

→RFD+(B 代→ が存在することと

J J (つまり 、「 AEA ,RFA) EDカB)
DCA ) → D(B)

臼 EF の 消減定理
土
t



岡 Abel の 関手 の 左導来
@ F- adapteddass が存在すること 。

F : A → B : rightex . PEA : 有限和で閉 が F- adapted
儿

(Alef { 0 F( 複体ア- nacyc. )Eacyc.
F : DCA) → D (B): 導来 1 0 A は enough p .

iie.EAEA,JSA

廻ホモトピー 国 の 関手 の 左導来

図 5導来の 部分圏 制限 1 右 バージョンと 同様。

㉔一導に 来の 有界 制限

冊 双関手 の 導来

それぞれ
D F- adapted dass

?)が 存在 すること 。
F : ct X iA → B :

rightex . PEA : 有限和で閉が F -adapted
defol F(任意 複体-nacyc.) ≤ acye.K(A ) ×KA ) → K

-(B) ⇒
Z

↓ ↓ ↓

1 103S' は enough ア .

11 山町 183
0 F (acy. , 複体の

一 ) cacys .

KGA) × Dと A→ B -(B) iie.EAE
.
A,Pas A

↓
2
11 11

:(F CAD )× (氏
D

)→ DtB ) : 導来 183 … Aokd),中 は FCA-J - adapted
2 … FC, P複体 ) は完全関手

ー



固定タ スタート adapted dass tior D(Qah)
D
(Qah) D±(Coh ) Dセ(Coh)

X . /Kproper
卩 Hi PR Gro vanish) (Seroe' s thon)

… …
3,20 321

X Qoh(x) { injective} D
+(Qcoh(x)) D (Qoh(x))b

D (や X)
↓ m ↓ ↓

上 Vec (k) flabby }{
3
,
24

D (+ vec (k) ) D (vec (k) ) D (や Vecf(k))

f : proper
f *f Rify Rf* Grol vawishλ (Seroe' s)thons
…

… … 3 .22 3 ,23

X Qcohly) { ingective} D
+(Qcoh(x)) D (Qoh(x)) D (や X)

↓ ↓ £
Y Qcoh(Y)

"

flabty }{
324

D (+ Qah( ))y D (Qoh( ))
y D (bY)

eicoh
. Xiregular

flom(h(_ ) をx十 i(、_ - )Ylom
(

,R - ) (Exti(cohcoh) はwh) ( cd(coh(xs)<∞)
3

.
26

…

QYoh(x) { ingective} D
+(Qcoh(x)) D (X)+

D (や X)
千 ε Qah(X) ↓ ↓ ↓

Qooh (* D (tQoh( ))x D (Y)t D (カ Y)

早 山ほ継ぐ 2
.
68

Xaregular
flom(-) をx十忙(_ )Ylom(

,
R

^

- ) ED-( )X ε加 ()x

'oh(×)Qk+ ( ) {injective
}

D
+(Qcoh(x)) D (X)+

D (xX)
子℃ (Qah(x))D 253 ↓ ↓oh(xke() D (+ Qoh( ))x D ( )tx D (や )X

flom(- , _) をxti(-、 _ )flom( R

-

、- Xiregular

Qkt'oh(×)) P {injective
}

D (Qoh(x))
o'

D
-

(X)P D (xX)P
253 X X

QK+( 旨ん(x) D
+(Qoh(x))
x

D (X)+ D (xX)
£ ↓ ↓dooh (xkt( ) D (+ Qooh( ))x D ( )+

x D (や )X

X : smooth
_

本O一 (.i一 ) 妙 ( cd(coh(x)cx)
… 3

.
26

…

X - por . /k (X)Cho { los }free D (X) D (や X)
F ε h(X)Co ↓ 文地の ↓

(x)Cho D (Jx D (や )X

予 止ほ継ぐ 268

X : smooth

ー 和EDや(x)
…

X - por . /k
拠一 (女.orS-

i"
- )

D (X) D (や X)…

。 -

εD ( )メ (x)Chokと ) { loc}fre ↓
↓ specseq. D ()x D (x )X
(x)Cho(JK

～ O一 (orS
.i
-

、

- ) ー℃ X : smooth
…

…

(×)Chokと ) { loc}fre D (X) D (や X)
X spec.seq . X X

(x)Chokと ) D (X) D (や X)
↓ ↓ t
(x)Chol )K D ()x D (や )X



trace map tra]
を

: loc. free.

tra : flom(を,を ) ≈をめを θ x.1 ( tra ε Hom (flanle ,r) , Ox) ≡ How (をconx, を) a idε ) 1
ahl41

( : reg. )
ε

D カ(X).

trai :flomR(。)→ Ox

tro ε Hompecx) ( RYom( ;),O×
)
[0 }を:findoc .freeresol.

ii 211

tratHompicx ) (Yloie( を
),Ox) 0]感やs SHom

(r;e)

Hom (cobsx
)Llom( を ^ )

,
Ox ) 0 →メ

211

Hom
(h(x) 見om( を) , Ox )

il

Hom(onkx ,flem
を)
,
0x ) 7 ≡- )itrei

(EX
.
3 . 28)

ーYlon
' (を; を) 止 flo( を; を) tr

凶
い い

Ʃ (-リ itrをi
① flom(

を, を)→flom (を
起 “ー 凶

µ Ψ

(f )i → (d*f*5dぞ )→ 歩刻 itrzi( d℃f*5なd) = 0…
…

: :っ

をi
1

fi を
i 1 をい を1

d を
" を1

→
をi
→fi 囍 tr (×→) = to ( 入̂」)

を主

fti を
i

近 を主

→
をさ逃 を f ¿

より 隣接項が
を求 を式 を をな を うちけす…
: : 三 三 : : : :
ー ～ ～



[ 双対 (- ) ~ ]
を : loc . free[ Er = Hem (r , Ox) : loafaa )
TFED

-

(Qoh (x))

ov: = Rflom (;O 乂 ) ε D+ (Qoh(x))

:Loc. free からなる 複体な 3

に … 。 tしつ二ール→…了 … 中

( X : eq . )ε DP (X) に対 し ε D ( 成となるる

[逆像 f* J
Y ー X : f

ーf* : shoy ( )y > Shox (x )
" 八 い

x * f- :Shoy(y) Shftoy(x)→ shox (× )
f-10y

1 田 1 儿
V V

QXf- :D-(shoe(ε)
)

→D(shytoy(*))
→-D
-(shox(x))

f
-

eOy Λ

J 1
Lf* :5Y)→ D (x)



Lem
.
3

. 19
. i : Tas X : d .s $sch .AEDや(X)

Supp (左) っT = Supp ( Li
*% )

prf. (2 ) OOTGT 0 = ( L庭) (0^ *Li*

↓社 ∞ ] :↑ Q ↑Lix
ひ := Supp(命)

「
→× 0 = 0←

1 本

(≤ ) x ε SuppにU 北 i()supp) oT を取る

x ε ei(右)Supp なる最大の元 を取る。

ie. flioff)* kCx) ≠ o

ERa= ( ^
(左

)

,kces ) ⇒Eta = a)(Ks)
= LPt(Fxk>)

ゼロペで ゼロ より O ≠ Eio =Exa=EtE=fe+a(@ken)
11
*

椹成より
t= .IEaw"""" ゼロ

L [㎥。L *=し [ 9 xるGX ]
P= 0

E×( 3,30 )より xεSupp(Li*) ロ

( EX .

3, 30 :xεSup⇒L[zax]*もo)
⇒ : まさにこのたxを使う直前 までで 示 したことと

⇐ 自明 ( コパートで示 したこと)



Lem
.

3
.

31 0ch(Sx) Coh(s)
〆

0
4

↓

Dや(Sx) ←風 Dや(s)
②徑 x1

x a ¢
{x} csx L法② ←2

i. e . (Li*)
"

(Coh(sx)) ≤ Cohflat(x (s)

Q = [… →-、→ Qm→ 0 → … 1
wts : Dm =0 ,② fe ( Q ):flat / x ,fco(Q) =

prf .
Eca=は LP( L洗北^(Q))⇒ EptE= th(=0 when ptq≠o

① m := max { q | yl^(Q) t 0 } . (- ;dim{x}= 0 )
ゼロへゼロ

ョ
x, E2ピ( し洗牡( Q)mも

) o
h=m より O ≠EO~=Em = Em

ゼロ
∞ m = 0

P = O

②EE=は
代(L洗牡 (Q)) = 0 . a

Λ
: ゼロ ゼロ

Jor .
(

"ye(
Q

)(K) )
00学須 "T ゼロ

P = O

'
→ ピ(Q): fa/x.

③m: =max { qcolピ(Q) ≠ 0 } の 存在を仮定する
ヨ
x ,Eピ(L洗牝(Q

)

m o ゼロ
a
ゼロ

= o か Em≠ o となり矛盾
=m 411,

→ピロ ロ
P = O



D Compatitilities (全てのスもームは smipoj . lk
)

D
や
(X) × D(X)⑤ D (x)

"

‰ Rf* ↓ YLf* L
Rfy↓ (projection formula )

Y 感器
刹 ILf* TLf* ↑Lf*
Y DPCY ×DCY ⑤D

" (x

D
や
(X)× D (X)Hom

ftpros . ↑uf* Rf* ↓ ゝ Vec(k) (Lf*t Rfx )
Y D

(
)YP × Dや( )Y Hom

D
(
X)× D (X) ☆

Rto ↑加x)
‰

D
や
(X)

D
や
(X)×

D

や (X)

D
(
X)× D "

(
X)Rflom

↑ D
や
(X)℃ Rflom

D
や
(X)

Dや(×
)

x D
や
(X) Rflom

D
や
(X)P × D

や
(×) Rflom

Rloma↑D (x)℃ * D
や
(×)

→
D
や
(X)
"

× D
"
(X) Rflom



ロ(x) × D(x)' * (X)Y-)v 11
D
(
×)P× D や

(
X)Rylom

→
RHom D (

y‰Vec
(a))←

D(X) P ×D(X)
ΛRom D

や
(x)

D
や
(×)P × D

(
X)→

Rfom
D (X)
"

¤ ↑Lf* YLf* Plf*
Y Dや (YP ×D(Y→Rfum D' ( )Y

X×~→
」

“

炎 DPXXz4)( DP(X)

g ↓ f ↓Rxg Rfx↓ (flat tase change)
Y二 D

や
(Y 姦
D
や日

→
Rtom

D ( )xe(次節 ) D (XPX D ( )X
syx

!
D ( )X
,

! Sy = - * ω
*
[diex]

Rf
* ↑ Lf* Rfy (Grothendieck -Verdier duality)

D (かy

D (PYPX D()
か

yRm D ( )か



4. Grothendieck -Verdier duality
Thm .

3
.34 ( Grothendieck-Verdierduality
f : x→ Y

,
FED

や(X)
,
.EED(9) dimfi= dimX- dimy

→ Rf× RYom(下 ,(f*(**ω*)
f" まめる Za と

≡ Rfom (Rf*F, ε)

Cor . 3 .35Rfxt f ! =L* * ω*) @ w× [dimfJ
cof =f

*

W*@wxとかけは“ = - ④ wf[limf]

D ( )* D ( )Xe D ( )☆建; Rflom (, ω×[dim×コ )λ Sx

fftt Rfytfi. D (☆π D ( )Xop D= id.

卩 Lf* ↑ If* qualizing! 1 D ( )か
Y < . D (

)
byP

fumctor .

t sーD ( )
か
y D (かy D ( )

か
y D"

exc . 3.36 RFXODRF D . Rfy (⇒ ThM
.

)

Ronk
.

3. 37

1) smoothiなしても,Dx= Rfom( -, dnalizing onplex ) はある 。

CM 印 : coh
.
hf.

Gor . ⇐> : hishf.

) f . X- Speck で Servedualityを復示する 。

3) Rfx tf : = Sxo Lf* . Sy は ,Serefanctor の一般論から既知



Cor
.

3
.38 exc .

3
.39 i : Xcay : I.mmofsch. codim = c

211 [Ha ,世 .Ex . 6 .10 ] + climmはfin

H

感 (Fldte)yow[cr )

liがにiyowten。E*
Hem、

c(
ixF - 2)も 示社 Hhuy

(Fhaninoyiey1"
ー ㎡

。 X : sm
. より 、JX は局所的 に(eg.O上)則列 x…℃で 生成される

すると ixO×応( 19× ) 1wの Kosal 複体 による 局所自由に解
0JC

[ T → . …→ ペ→EwEv→ Ov }→ais ixOxtoEw : free resol .
い C

ii e= (→ x i がある
detEv 虫Quec

L

。 loc. frce cply に 対しては 双対は Pontwise双対逆順 となっていて (代参照 )
凹 C

(Oxle)
'

i
' s [o℃→長→ ペ… →ΛEa]

o rk Ee C で A☆
*Eペ ” →

E長Eは perfectparing [Ha ,I,Ex .5. 16 [ヵか] であり

τ NEv Λ Ev 恐もとの Koszu|複体Λ E
～ [

C cc . 2

1=

④ → ⑤ → ⑤ → … → * の C シフト
√ V実340( ) 。 detEv detEa detEv defEw

～～コホモロジはここのみ
= 必④-DdetEwEC] この形 は粘り合 う

いま X : sm より 、自然 にo/×|o*Eo ≡ 919o( localalge
I ) e : * x

。 両辺 の 台 EX よりでX 0 ひ上の 昼 と 思 う 。

s fleyne(- , Oxne) で i①× めE≡ ( * ) “Wxselo
o det をとると i*×Ode+EadetW×ylw≈ ix ωi

w,#.820] ロ


